Ce noeud peut-il étre dénoué ?

Introduction aux ficelles de la fopologie

'‘étude mathématique de la théorie des noeuds s'effectue

dans le cadre de Ila topologie : la branche des
mathématiques qui étudie les propriétés géométriques des
objets préservées par les déformations continues.
Ainsi, deux nceuds sont (topologiquement) équivalents si I'on
peut passer de I'un & I'autre par des déplacements, étirements
ou rétfrécissements de la ficelle. Il est interdit en revanche de
couper la ficelle, ou de la faire passer a travers elle-méme !

Lord Kelvin (1824-1907)

Des nceuds dans I'éther aux
enroulements de I'ADN

3'\ > 2'\ N\J Au XIXe siecle, les premiers
C ) essais de classification des
\/ \/ neeuds furent motivés par
I'hypothese de Lord Kelvin, selon
laquelle les atomes auraient été des

«nceuds dans I'éther». Aujourd'hui,

Ci-dessus trois nceuds équivalents. la théorie des S
neeuds intéresse
Les nceuds mathématiques sont supposés avoir leurs deux extrémités fixes... | notamment les
'\ Sinon tous pourraient étre dénoués avec un peu de patience ! En soudant | biochimistes pour
(i ensemble les deux extrémités, on obtient une représentation équivalente. I'étude des
J Une ficelle sans aucun croisement réalise un «nceud» particulier, appelé | enroulements des
neeud trivial. anneaux d'ADN. e nsedsmens o v ung e

ten
action of enzymes. Notices of the AMS 42:528-537.

omment savoir si un noceud donné est équivalent au noeud trivial ?

Plus généralement, comment déterminer si deux nceuds donnés sont
équivalents ? A ce jour, on ne conndit que des réponses partielles et/ou
peu efficaces d ces questions.

La paire de Perko
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Perko parvint & montrer qu'ils étaient en fait équivalents !

Des noesuds tricolores
4 — C omment prouver 1'impossibilité de passer d'un nceud a un autre ? On utilise pour
cela des invariants, dont voici un exemple simple.
r-\ Colorions les arcs du diagramme d'un nceud en trois couleurs (bleu, rouge ou vert), en

respectant les contraintes suivantes :
J’\’E - l'arc de l'extrémité gauche est bleu,

- a chaque croisement se rencontrent soit trois couleurs, soit une seule, mais
jamais deux.
Le résultat est appelé un tricoloriage. Il y a toujours au moins un tricoloriage possible,
tout bleu.

On peut démontrer que les noeuds équivalents ont le méme nombre de tricoloriages
1 \ ¢ \ . possibles : ce nombre est donc un invariant du nceud.
Il est évident que le nceud trivial (ci-contre, en haut) n'admet qu'un seul tricoloriage.

Le second nceud, qui lui est équivalent, n'a donc lui aussi qu'un seul tricoloriage
possible (vérifiez-le !). Le troisieme ne leur est pas équivalent, puisqu'on a trouvé un
autre tricoloriage (il en admet trois au total).
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